
树状数组算法讲义

本讲目标

理解树状数组中每个节点覆盖的区间；掌握单点修改、前缀查询和区间求和；能利用差分处
理区间修改，并掌握双树状数组、逆序对与离线区间统计等常见应用。
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1 从前缀和到动态前缀和

1.1 问题模型

给定数列 a1, a2, . . . , an，反复执行两种操作：

1. 把某个位置 ax 增加 k；

2. 询问区间 [l, r] 的元素和。

静态前缀和能 O(1) 回答区间和，但修改一个元素会影响它后面的所有前缀。树状数组在两种
操作之间取得平衡：

方法 单点增加 区间求和

直接使用原数组 O(1) O(n)

普通前缀和 O(n) O(1)

树状数组 O(logn) O(logn)

核心想法

不维护每一个完整前缀，而是把前缀拆成少量两两不相交的小区间。每个小区间的和存在一
个树状数组节点中。

模板题 洛谷 P3374【模板】树状数组 1
题目要求支持单点增加和区间求和，是树状数组的基本模型。

2 lowbit 与节点覆盖范围

2.1 lowbit 的定义

lowbit(x) = x & (−x).

它取出 x 的二进制表示中最低位的 1 及其后面的 0。例如：

12 = (1100)2, qquad lowbit(12) = (0100)2 = 4.

int lowbit(int x){
return x&-x;

}

2.2 树状数组中的区间

树状数组的第 x 个节点记为 c[x]，它保存长度为 lowbit(x) 的一段区间：

c[x] =
x∑

i=x−lowbit(x)+1

ai.
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x lowbit(x) c[x] 覆盖区间 查询时的下一个位置

1 1 [1, 1] 0

2 2 [1, 2] 0

3 1 [3, 3] 2

4 4 [1, 4] 0

6 2 [5, 6] 4

7 1 [7, 7] 6

8 8 [1, 8] 0

例如查询前缀 [1, 7] 时，依次取出 c[7], c[6], c[4]，对应区间 [7, 7], [5, 6], [1, 4]，它们恰好拼成 [1, 7]。

两条移动规则

查询前缀时不断令 x← x− lowbit(x)；修改位置 x 时不断令 x← x+ lowbit(x)。前者向左
拆分前缀，后者找到所有包含 ax 的节点。

3 单点修改与区间求和

3.1 修改与查询

将 ax 增加 y 时，需要修改所有覆盖位置 x 的节点。前缀和则沿着查询路径累加：

int lowbit(int x){
return x&-x;

}
void add(int x,long long y){

for(int i=x;i<=n;i+=lowbit(i)){
c[i]+=y;

}
}
long long ask(int x){

long long s=0;
for(int i=x;i;i-=lowbit(i)){

s+=c[i];
}
return s;

}
long long sum(int l,int r){

return ask(r)-ask(l-1);
}

修改和前缀查询的路径长度都不超过 O(logn)，因此区间求和也是 O(logn)。
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3.2 完整基础模板

#include<bits/stdc++.h>
#define N 500010
using namespace std;
int n,m;
long long c[N];
int lowbit(int x){

return x&-x;
}
void add(int x,long long y){

for(int i=x;i<=n;i+=lowbit(i)) c[i]+=y;
}
long long ask(int x){

long long s=0;
for(int i=x;i;i-=lowbit(i)) s+=c[i];
return s;

}
signed main(){

ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);cout.tie(0);
cin >> n >> m;
for(int i=1;i<=n;i++){

long long x;
cin >> x;
add(i,x);

}
while(m--){

int op,x,y;
cin >> op >> x >> y;
if(op==1) add(x,y);
else cout << ask(y)-ask(x-1) << "\n";

}
return 0;

}

下标必须从 1 开始

lowbit(0) = 0。如果在 add 中传入 x = 0，循环位置永远不会改变。因此树状数组通常使用
1 ∼ n 的下标。
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4 建树与手算路径

4.1 两种建树方式

最容易的建树方法是对每个 ai 执行一次 add(i,a[i])，复杂度为 O(n logn)。
也可以线性建树。节点 i 的直接父节点是 i+ lowbit(i)，将 c[i] 累加到父节点即可：

for(int i=1;i<=n;i++){
c[i]+=a[i];
int j=i+lowbit(i);
if(j<=n) c[j]+=c[i];

}

4.2 一个完整例子

设数列为
[2, 1, 3, 4, 2, 5, 1, 6].

建树后，前八个节点依次为
[2, 3, 3, 10, 2, 7, 1, 24].

查询前缀 [1, 7] 经过 7→ 6→ 4→ 0，答案为

c[7] + c[6] + c[4] = 1 + 7 + 10 = 18.

若令 a3 增加 2，修改路径为 3→ 4→ 8，只有 c[3], c[4], c[8] 会发生变化。

5 区间修改与单点查询

5.1 差分数组

定义差分数组
di = ai − ai−1, a0 = 0.

则原数组的第 x 项是差分数组的前缀和：

ax =
x∑

i=1

di.

将区间 [l, r] 每个元素增加 k，只需执行

dl += k, dr+1 −= k.

因此可用树状数组维护差分数组。
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for(int i=1;i<=n;i++){
cin >> a[i];
add(i,a[i]-a[i-1]);

}

// [l,r] x
add(l,x);
add(r+1,-x);

// a[x]
cout << ask(x) << "\n";

模板题 洛谷 P3368【模板】树状数组 2
题目要求支持区间增加和单点查询，直接在差分数组上使用树状数组。

右端点的下一个位置

当 r = n 时，add(r+1,-x) 不会进入更新循环，可以直接调用。数组仍应留出少量额外空
间。

6 区间修改与区间求和

6.1 双树状数组的推导

设 di = ai − ai−1，则原数组前 x 项的和为

x∑
i=1

ai =

x∑
i=1

i∑
j=1

dj

= (x+ 1)

x∑
i=1

di −
x∑

i=1

i · di

= x

x∑
i=1

di −
x∑

i=1

(i− 1)di.

用 c[0] 维护 di，用 c[1] 维护 (i− 1)di，就能在 O(logn) 时间内求出原数组的前缀和。
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long long c[2][N];
void add(int k,int x,long long y){

for(int i=x;i<=n;i+=lowbit(i)) c[k][i]+=y;
}
long long ask(int k,int x){

long long s=0;
for(int i=x;i;i-=lowbit(i)) s+=c[k][i];
return s;

}
void change(int l,int r,long long x){

add(0,l,x);
add(0,r+1,-x);
add(1,l,x*(l-1));
add(1,r+1,-x*r);

}
long long pre(int x){

return ask(0,x)*x-ask(1,x);
}
long long sum(int l,int r){

return pre(r)-pre(l-1);
}

初始化时可读入原数组，计算 di = ai − ai−1，然后分别将 di 和 (i− 1)di 加入两棵树状数组。

区间操作的对应关系

单点修改、区间求和：一棵树状数组维护原数组。区间修改、单点查询：一棵树状数组维护
差分。区间修改、区间求和：两棵树状数组维护差分的两类前缀。

7 经典应用

7.1 逆序对

逆序对是满足 i < j 且 ai > aj 的下标对。数值最大可达 109 时，先离散化到 1 ∼ t，再从右
向左扫描。扫到 ai 时，树状数组中已经放入了它右边的元素，ask(x-1) 就是右边比它小的元素数
量。
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for(int i=1;i<=n;i++) b[i]=a[i];
sort(b+1,b+n+1);
int t=unique(b+1,b+n+1)-b-1;

long long ans=0;
for(int i=n;i>=1;i--){

int x=lower_bound(b+1,b+t+1,a[i])-b;
ans+=ask(x-1);
add(x,1);

}
cout << ans << "\n";

模板题 洛谷 P1908 逆序对

7.2 离线统计区间不同数的个数

将询问按右端点从小到大排序，树状数组中只保留每个数值最后一次出现的位置。当扫描到位
置 i 时：

1. 若 ai 之前出现在位置 p，将 p 处减 1；

2. 在位置 i 处加 1；

3. 所有右端点为 i 的询问都可以回答。
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struct Q{
int l,r,id;

}q[N];
bool cmp(Q x,Q y){

return x.r<y.r;
}

sort(q+1,q+m+1,cmp);
int now=0;
for(int i=1;i<=m;i++){

while(now<q[i].r){
now++;
if(p[a[now]]) add(p[a[now]],-1);
add(now,1);
p[a[now]]=now;

}
ans[q[i].id]=ask(q[i].r)-ask(q[i].l-1);

}

模板题 洛谷 P1972 [SDOI2009] HH 的项链

7.3 三元上升子序列

对于每个中间位置 i，分别统计左边比 ai 小的数量 Li 和右边比 ai 大的数量 Ri，答案为
n∑

i=1

LiRi.

离散化后分别从左向右、从右向左扫描即可。
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memset(c,0,sizeof(c));
for(int i=1;i<=n;i++){

l[i]=ask(a[i]-1);
add(a[i],1);

}
memset(c,0,sizeof(c));
for(int i=n;i>=1;i--){

r[i]=ask(t)-ask(a[i]);
add(a[i],1);

}
long long ans=0;
for(int i=1;i<=n;i++) ans+=l[i]*r[i];

模板题 洛谷 P1637 三元上升子序列

8 树状数组上二进制倍增

当 c 维护非负频次时，前缀和单调不减。可以在树状数组上直接找到第一个前缀和不小于 k 的
位置，也就是动态第 k 小所在位置。

int kth(int k){
int x=0,p=1;
while((p<<1)<=n) p<<=1;
for(;p;p>>=1){

int y=x+p;
if(y<=n&&c[y]<k){

x=y;
k-=c[y];

}
}
return x+1;

}

过程中 x 始终是“前缀和仍小于 k”的最右位置，每次尝试向右跨越 p 个位置。复杂度为 O(logn)，
比“二分答案 + 每次查询前缀和”的 O(log2 n) 更快。

前缀和必须单调

只有当每个位置的频次都非负时，才能用这种方法查找第 k 小。如果树状数组中维护的数
可以为负，前缀和不一定单调。
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9 模型对照与常见错误

操作模型 维护的内容 查询方法

单点修改、区间求和 原数组 ask(r)-ask(l-1)
区间修改、单点查询 差分数组 ask(x)
区间修改、区间求和 di 与 (i− 1)di 两个前缀组合
逆序对 已扫描数值的频次 查询更小值的数量
离线区间种类数 每个值的最后位置 查询区间标记和
动态第 k 小 非负频次 树上倍增定位

做题时的五步检查

先判断修改和查询各是单点还是区间；再确定维护原数组还是差分；检查下标是否从 1 开
始；区间答案使用右前缀减左前缀；最后判断累加结果是否需要 long long。

• 无法修改位置 0：否则 add 会死循环。

• 区间左端点少减 1：区间 [l, r] 应为 ask(r)-ask(l-1)。

• 离散化后查询严格大小：求比 ai 小的数量要查 ask(x-1)，不能把相等元素算入。

• 多测数据要清空：树状数组通常是全局数组，下一组数据不能沿用上一组的频次。

10 本讲小结

树状数组用 lowbit 将前缀分成少量区间，使单点修改和前缀查询都能在 O(logn) 时间内完成。
区间操作的关键是差分：一棵树状数组可实现区间修改与单点查询，两棵树状数组可进一步实现区
间求和。在逆序对、离线查询和动态第 k 小中，树状数组维护的本质仍然是动态前缀统计。
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